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Resum o IX
R esum o
Neste trabalho é apresentado um estudo do escoamento turbulento no interior de uma 
bifurcação. Dutos com bifurcações ocorrem em uma série de aplicações práticas e, neste 
estudo, a motivação surgiu da necessidade de se compreender o escoamento turbulento 
no interior de uma bifurcação encontrada em fomos de esmaJtação de fios. Em função 
da natureza da geometria do duto bifurcado, não é possível empregar coordenadas gene­
ralizadas com o mapeamento'em um bloco único. Desta forma uma metodologia usando 
multidomínios é desenvolvida, onde as condições de contorno são transferidas via interface.
O modelo de turbulência k-e é empregado considerando os altos valores do número de 
Reynolds.
A análise é realizada variando-se as dimensões dos dutos, ângulos da bifurcação e 
relações de vazões. E também analisado dutos com obstruções internas com o objetivo de 
criar velocidades transversais mais elevadas.
Abstract x
A bstract
Bifurcating ducts occurs in a wide range of engineering applications. The motivation 
for this work is the need of better understanding the turbulent flow in a  bifurcating channel 
encountered in the wire enamelling process. Due to  the nature of the channel geometry 
the use of boundary-fitted coordinates which maps onto a single retangular domain is 
unfeasible. Therefore, a multidomain technique is developed where informations from one 
domain to another is transfered through the interface. --1
The k-e turbulent model for high Reynolds number flows is employed.
The analysis is undertaken considering the variation of channel geometry, bifurcating 
angle and mean flow rate in the branches. It is also analyzed channels with internal bumps 
in order to create higher transversal velocities.
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CAPÍTULO UM  
Prelim inares
A presentação
Bifurcação é o ponto em que alguma coisa se devi de em dois ramos, ao modo de um a for­
quilha, segundo Ferreira [8]. Geometrias de forma bifurcada por onde passa alguma espécie 
de fluido podem ser encontradas em sistemas de refrigeração, trocadores de calor, resfria- 
dores de componentes eletrônicos, plantas de processos químicos, etc. 0  conhecimento da 
natureza do escoamento na região da bifurcação faz com que projetistas e pesquisadores 
possam otimizar e aum entar a eficiência destes equipamentos. Pela definição apresentada 
fica implícito que quando se menciona bifurcação pretende-se caracterizar somente a geo­
m etria e não se há a separação, Fig. 5.1 -  (a), ou a junção, Fig. 5.1 -  (b), do fluido que 
por ela passa.
(a) (b)
F ig u ra  1 .1 : Exemplo de um a bifurcação
É interessante ressaltar que o estudo de Mecânica dos Fluidos em bifurcações não é de 
interesse exclusivo de engenheiros que lidam com processos industriais. Um número muito
-  1 -
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grande de artigos sobre bifurcações pode ser encontrado em revistas médicas ou ligadas 
à bioengenharia. A razão que motiva estes profissionais é o estudo da arterioesclerose, 
um a doença degenerativa que afeta as artérias, onde placas de um a substância rica em 
colesterol se depositam  nas paredes das artérias diminuindo a seção onde o sangue passa. 
Estudos têm dem onstrado que a  arteriosclerose não ocorre de um a forma aleatória no 
sistem a circulatório, mas preferencialmente onde exista um a bifurcação ou um a curvatura 
m uito grande das artérias. Sob a  ótica da Mecânica dos Fluidos encontra-se a  explicação 
para  este fenômeno. As zonas mais afetadas pela arteriosclerose coincidem com as zonas de 
recirculação ou de estagnação sangüínea. Acreditam os pesquisadores que o conhecimento 
da hemodinâmica em artérias com bifurcações será de fundamental im portância para 
previnir a arteriosclerose. Os trabalhos de Ehrlich e Friedman [7], R indt [43] ou ainda 
Karino [17] ilustram  claramente a  im portância que ta l geometria tem para os pesquisadores 
ligados à  biomecânica.
O objetivo deste trabalho é o de estudar numericamente o comportamento do ar no 
interior de dutos contendo um a bifurcação. E, para  que este estudo possa ser realizado, 
o desenvolvimento de um  program a computacional onde a geometria não seja um fator 
lim itante passa a  ser indicado. Entre as metodologias onde a geometria não é um a restrição, 
o uso de coordenadas generalizadas [49] para m apear o domínio foi a  opção escolhida.
F ig u ra  1 .2 : Malha de uma bifurcação usando um único domínio
Esta metodologia, entretanto, apresenta dificuldades no mapeamento de algumas geo- 
m etrias em um  único domínio, dentre as quais pode-se incluir as bifurcações. Especifi­
camente para este tipo de geometria, quando o duto vertical apresentar um alto índice 
de esbeltez, não será possível gerar uma m alha adequada, uma vez que todas as linhas 
coordenadas que passam  pela região maior do domínio serão forçadas a passar pelo duto 
vertical. A Fig. 1.2 m ostra como seria a malha de um a bifurcação se somente um único 
domínio fosse usado para  o seu mapeamento. Observe que nesta figura a seção de entrada
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do duto vertical é m aior que a do duto horizontal, pois não foi possível gerar, usando um 
único domínio, um a m alha de um a bifurcação onde a seção de entrada do duto vertical 
fosse menor do que a  do duto horizontal.
A solução encontrada foi a de subdividir o domínio de interesse em dois. Assim, cada 
subdomínio é m apeado de forma independente eliminando completamente os inconvenien­
tes do m apeam ento em um domínio único.
Para to rnar este estudo mais abrangente, o escoamento que passa pela bifurcação foi 
considerado turbulento. Desta forma, um  modelo para descrever os fenômenos associados 
à turbulência tem que ser usado. Dentre os modelos existentes, optou-se pelo uso do 
modelo k-e de turbulência, por razões que serão citadas no segundo capítulo. É im portante 
ressaltar que a  busca de um  modelo mais adequado ou a sua melhoria não são objetivos 
deste trabalho, que faz uso do modelo de turbulência somente como um a ferram enta paxa 
conhecer os fenômemos envolvidos no processo.
P ara a discretização das equações diferenciais que governam o fenômeno físico foi usado 
a técnica dos volumes finitos e as variáveis foram armazenadas de forma co-localizada [31].
R evisão B ibliográfica
Em um a bifurcação podem ocorrer ou a divisão do fluxo de massa ou a união deste 
fluxo. Isto ocorre em diferentes tipos de geometrias. Como exemplo, cita-se a existência 
de bifurcações em forma de “T ” ou de um “Y” simétrico. A Fig. 1.3 m ostra algumas 
das possibilidades de combinações entre escoamento e geometria. O número ao lado de 
cada representação esquemática indica como esta geometria será referenciada na seqüência 
deste trabalho.
Apesar da geometria ser relativamente simples, o escoamento que por ela passa é 
freqüentemente complexo. Esta complexidade explica, de certa forma, porque trabalhos 
sobre este tem a são tão  escassos na literatura especializada.
Pollard e Spalding [37] estudaram  um escoamento tridimensional turbulento em uma 
bifurcação do tipo 1. Fazendo uso da simetria que o problema apresenta, eles só resolveram 
a parte horizontal da bifurcação. Consideraram que nesta parte horizontal estaria entrando 
um escoamento plenamente desenvolvido com número de Reynolds na ordem de 40.000. 
Usando um a m alha ortogonal eles resolveram as equações que governam este escoamento 
usando diferenças finitas.
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Usando tam bém  diferenças finitas Blowers [1] apresentou a  solução para bifurcações 
do tipo 4 para  o valor de Reynolds de 180 e 900.
Kawaguti e Hamano [18] investigaram a influência de parâm etros geométricos no com­
portam ento de um  escoamento lam inar de um  fluido newtoniano. Bifurcações do tipo 2 
e do tipo 3 com <f> — 30°, 90° e 150° foram analisadas usando diferenças finitas. Como o 
objetivo do trabalho  era estudar o comportamento do escoamento do sangue humano, os 
valores do núm ero de Reynolds foram sempre menores que 64.
(1) --- ► ---- p.
(2)
1'
F igu ra  1.3: Representação esquemática de várias bifurcações
Pollard [36] apresentou em seu trabalho um  estudo de transferência de calor e massa 
em uma bifurcação onde havia, a divisão igual do fluxo de massa (tipo 1 ). O modelo k-e de 
turbulência foi usado e medições experimentais foram feitas para verificar a concordância 
do modelo com o experimento.
Liepsch et alli [22] fizeram medições de velocidades e pressão em um a bifurcação do 
tipo 3 com cf> =  90°. Usando diferenças finitas eles também resolveram numericamente o 
problema, supondo um  escoamento laminar. A concordância foi boa, mesmo para número 
de Reynolds da ordem de 1.200. Um único domínio computacional foi usado para a solução 
numérica.
Bramley e Dennis [2] fizeram uso da sim etria para estudar o escoamento no interior de 
um duto em form a de Y (tipo 5). Estes estudos foram realizados para diversos valores do 
número de Reynolds e para algumas relações de altura do duto na entrada e na saída. A 
metodologia usada para a  solução deste problema foi, também, diferenças finitas.
Ehrlich e Friedm an [7] aperfeiçoaram os modelos até então existentes de artérias usando 
coordenadas generalizadas para gerar o domínio computacional e estudar um a artéria em 
forma de Y (tipo  5). Novamente fez-se uso da simetria para alcançar a solução do problema.
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Bramley e Sloan [3] utilizam coordenadas generalizadas para  estudar situações seme­
lhantes as estudadas em [2].
Hayes et alli [15] apresentam  um trabalho que faz uso de elementos finitos para  de­
term inar o campo de velocidades em um  escoamento lam inar de um  fluido newtoniano em 
um a bifurcação do tipo 3 com <f> =  90°.
Samagaio e Vlachos [44] fizeram um  estudo do com portam ento de um  duto retangular 
onde se encontra um a bifurcação de 90° (tipo 3). P ara  escoamento laminar usando um a 
geometria tridimensional, eles apresentam  a influência de fatores geométricos no estabele­
cimento das recirculações existentes.
Dimitriadis [6] escreveu o mais completo e abrangente trabalho sobre bifurcações. 
Trata-se do estudo de um a bifurcação, cuja geometria bastan te  complexa pode ser vista 
na Fig. 1.4, e o escoamento é turbulento. Há análises tan to  para  quando o fluxo de massa 
se divide quanto para quando há a união deste fluxo. Todos estes casos são acompanhados 
de um trabalho experimental para avaliar o modelo. A metodologia de coordenadas ge­
neralizadas foi empregada para descrever a geometria e volumes finitos para discretizar as 
equações que regem o problema. P ara  evitar os problemas quanto ao uso de coordenadas 
generalizadas em geometrias complexas, Dimitriadis usou vários domínios computacionais 
para realizar o seu estudo. Um resumo deste trabalho pode ser encontrado no artigo de 
Leschziner e Dimitriadis [21].
F ig u ra  1.4: Geometria estudada por Dimitriadis [6]
Como não faz parte deste trabalho uma análise criteriosa sobre os modelos de tu r­
bulência, a pesquisa bibliográfica sobre este tem a buscou apenas artigos onde houvesse 
um a revisão sobre o tema. Assim, pode-se adquirir o conhecimento necessário para que o
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modelo de turbulência fosse usado como um meio para se alcançar um fim e não um fim 
em si mesmo.
Cita-se o trabalho de Launder e Spalding [20], onde as equações do modelo k-e são 
apresentadas na forma que é amplamente utilizada na atualidade.
No livro de Rodi [42] pode-se encontrar -uma retrospectiva sobre escoamento turbu­
lento em dutos. Nele, pode-se encontrar os fundamentos da modelação do escoamento 
turbulento.
Os trabalhos de Ferziger [9], Nallasamy [27] e de Pletcher [35] fazem tuna revisão sobre 
vários aspectos do fenômeno da turbulência, envolvendo escoamentos incompressíveis, no 
primeiro, e escoamentos no interior de dutos, nos outros dois trabalhos. Todos apresentam 
uma visão bem geral do que se está fazendo em modelação de escoamento turbulento.
Uma questão importante que merece a atenção e sobre como armazenar as variáveis 
na malha, pois existem pelo menos. duas maneiras, distintas, de fezê-lo. A primeira, arma­
zenamento desencontrado das variáveis, proposta por Harlow e Welch [13], que tem como 
vantagem o forte acoplamento entre a pressão e a velocidade. Como desvantagem, cita-se 
a necessidade do cálculo do fluxo difusivo e convectivo em cada uma das faces de diferentes 
volumes de controle. Os usuários do método de volumes finitos, que trabalham com escoa­
mentos incompressíveis, usam este método devido a influência exercida por Patankar [29].
A outra maneira é o armazenamento co-localizado das variáveis, onde todas as variáveis 
são localizadas no centro do volumes. Peric et alli [31], entre outros autores, apresenta uma 
maneira de construção da equação da pressão, eliminando a possibilidade do surgimento 
de campos irreais. Isto acontece porque as velocidades nas faces do volume são avaliadas 
de modo a satisfazer a uma média da equação linearizada da conservação do movimento 
linear.
No què se refere a escoamentos turbulentos, Obi et alli [28] apresentaram o único 
trabalho em que, usando variáveis co-localizadas, obteve-se a solução numérica de um 
escoamento turbulento. Neste trabalho e feita uma comparação entre a solução do tensor 
de Reynolds e o modelo k-e, usando volumes finitos.
D elineam ento da D issertação
Dentro do contexto apresentado, procurou-se realizar um estudo da mecânica dos flui­
dos em uma bifurcação, juntamente com o desenvolvimento de uma solução por domínios
Preliminares í
(multiblocos). A influência de parâmetros geométricos e de configurações de escoamento 
são o alvo deste trabalho quis será apresentado da seguinte forma :
•  No segundo capítulo serão apresentados as equações que governam o fenômeno 
físico, inclusive as equações do modelo k-e. Estas equações são apresentadas 
tanto no sistema cartesiano de coordenadas como no sistema de coordena­
das generalizadas. As condições de contorno são também apresentadas neste 
capítulo.
• O terceiro capítulo tratará da metodologia de solução do problema. A dis- 
cretização das equações, a aplicação das condições de contorno e o uso da 
metodologia de multidomínios serão apresentados nesta parte do trabalho;
• O quarto capítulo será destinado a apresentação dos casos que validam o pro­
cedimento numérico;
• No quinto capítulo serão apresentados os resultados do estudo realizado para 
conhecer como se comporta um fluido no interior de um duto que contém 
uma bifurcação. Isto é feito para algumas geometrias e para várias situações 
de escoamentos. Também neste capítulo são apresentadas as conclusões deste 
trabalho.
• O apêndice A tratará da dedução do modelo k-e de turbulência.
• O apêndice B tratará de detalhes numéricos usados neste trabalho.
CAPITULO  DOIS  
Formulação do Problem a
Introdução
Neste capítulo encontra-se a descrição do modelo m atemático empregado no estudo do 
com portamento do escoamento turbulento em um a bifurcação.
A prim eira seção é dedicada à derivação das equações diferenciais que regem o fenômeno 
físico. Tendo em vista que a aplicação direta da equação de Navier-Stokes é, atualmente, 
impraticável para esta faixa de número de Reynolds, foi usado um modelo de turbulência. 
As equações deste modelo de turbulência são apresentadas nesta seção.
A geometria que se pretende estudar não é adequadamente discretizada usando os sis­
temas de coordenadas convencionais, pois dificilmente haveria coincidência entre as linhas 
de coordenadas com a fronteira do domínio a ser estudado. Assim, optou-se pelo uso de 
coordenadas generalizadas [49] para discretizar o domínio físico e, por tornar as integrações 
mais simples, as equações foram transformadas do sistema cartesiano para o sistema dê 
coordenadas generalizadas. Esta transformação é vista na segunda seção deste capítulo.
A últim a seção é dedicada a  apresentação das condições de contorno deste problema. 
Nesta parte também é discutida a aplicação das funções de parede (wall functions).
M odelação do E scoam ento Turbulento
De um a maneira geral, os autores que trabalham  com a modelação do fenômeno da 
turbulência em escoamentos acreditam que a equação de Navier-Stokes é capaz de descre­
ver adequadamente tan to  um escoamento laminar quanto um turbulento. Em problemas
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de interesse de engenharia envolvendo escoamento laminar, sohições numéricas têm  sido
porque o fenômeno da  turbulência ocorre em escalas muito pequenas, tantos espaciais como 
temporais, o que implica em um a m alha contendo um número absurdam ente grande de 
pontos para a  discretização deste domínio. Atualmente não há com putador que possua 
um a CPU suficientemente veloz e um a memória tal que consiga solucionar um  escoamento 
turbulento. Rodi [42] escreveu, na introdução de seu livro, que séria necessária um a m alha 
com 109 pontos para  poder solucionar um determinado escoamento turbulento completa­
mente. Cebecci e Smith [5] em um  livro escrito em 1974 informam que p ara  alcançar a 
solução de um problem a hidrodinâmico em um aerofólio necessitaria 35.000 anos de CPU 
usando os mais modernos computadores existentes na época. Mesmo sabendo que os atuais 
computadores sãò diversas vezes mais rápidos do que tís que existiam em 1974, ainda1 hoje 
não há um com putador que perm ita a aplicação direta da equação de Navier-Stokes em 
escoamentos turbulentos em engenharia.
Como na natureza a grande maioria dos escoamentos é turbulento, diversos modelos 
que descrevem a mecânica do escoamento turbulento foram elaborados. Apesar de todo 
o esforço empregado pelos pesquisadores, no sentido de achar um modelo que pudesse 
descrever qualquer situação envolvendo escoamento turbulento com exatidão, este modelo 
ainda não foi encontrado. A razão principal é que em todos os modelos há informações que 
são obtidas empiricamente para determinados situações físicas, tornando, desta forma, o 
modelo específico para  determinadas classes de problemas. Este empirismo existente nos 
modelos de turbulência está diretamente ligado ao fato de que todos os mecanismos de 
troca turbulenta no escoamento não terem sido ainda elucidados.
Uma das m aneiras utilizadas para modelar o fenômeno da turbulência é através de 
um a representação estatística do fenômeno usando um a média ao longo do tempo. Assim, 
um a variável <j> qualquer pode ser decomposta na soma do seu valor médio, <f>, mais a sua 
flutuação, <f>'. Ou seja :
obtidas há muitas décadas sem maiores dificuldades. Mas quando há escoamento tu rbu ­
lento envolvido, a  aplicação direta da equação de Navier-Stokes ainda não é possível. Isto
(2 .1)
O valor de <f> é definido da-seguinte m aneira :
(2 .2)
onde T  é significativamente maior que o período de tempo das flutuações.
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Substituindo a Eq. (2.1) na equação de Navier-Stokes para fluidos newtonianos e es­
coamentos isocóricos e, ainda, aplicando o processo de médias, presente no apêndice A, 
chega-se a seguinte equação
fd ü l __düi\ d P  d (  dül - t t \ , n
=  +  (2 3 ) 
Analisando a equação anterior pode-se perceber que ela é idêntica à  equação de Navier- 
Stokes para o regime laminar, com exceção feita ao termo pu^uj. Este termo, conhecido 
como tensor de Reynolds, resulta da não-linearidade da equação de Navier-Stokes e repre­
senta o efeito da turbulência no escoamento médio.
O tensor de Reynolds representa os seguintes efeitos no escoamento médio :
1. Absorção da energia cinética do escoamento médio e sua conversão em energia 
térm ica (dissipação); e
2. Aumento da taxa de transporte de massa, momento e energia na direção normal 
às linhas de corrente (difusão).
Ambos estes efeitos foram modelados da seguinte forma por Boussinesq :
- r - r  f d ü l  d ü ] \  2 , x
+ d i - )  + 3t í '’ (2 '4)
onde
u '« '
k =  -JUL (2.5)
Para  que a Eq. (2.3) possa ser resolvida, usando o modelo de Boussinesq -  Eq. (2.4) ~ 
e a definição de energia cinética turbulenta -  Eq. (2.5) -  é necessário especificar o valor da 
viscosidade turbulenta, px- Isto pode ser feito em termos da velocidade média ou através 
de outras equações que representem corretamente o termo modelado. Ambos os enfoques 
são usados na prática.
Os modelos de turbulência podem ser classificados de diversas maneiras. A classificação 
mais comum, presente nos trabalhos de Hackman [12] e Nallasamy [27], relaciona o número 
de equações diferenciais a ser resolvidas, excluídas as equações diferenciais que regem o 
escoamento médio.
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Desta forma, pode-se classificar os modelos de turbulência, como :
• Modelos a  zero equação;
• Modelos a  um a equação;
• Modelos a duas equações; e,
•  Modelos baseados na solução do tensor de Reynolds.
Os três primeiros da classificação acima usam  o modelo de viscosidade tu rbu len ta  de 
Boussinesq.
• M odelos a zero equação - Nestes modelos, tam bém  conhecidos como mo­
delos algébricos, a turbulência é tra tad a  em termos de equações algébricas. O 
modelo de comprimento de m istura de P randtl é um  exemplo. A principal 
característica destes modelos é o empirismo. Não são indicados na solução de 
problemas tridimensionais ou problemas em que ocorra a recirculação do fluido.
No cálculo de camadas limites apresentam  bons resultados.
• M odelos a um a equação - Nestes modelos é necessário que, além das 
equações diferenciais parciais do escoamento médio, um a equação diferencial 
parcial seja resolvida. A equação a ser resolvida é, em geral, a  da energia 
cinética turbulenta (k). E sta  equação é derivada da equação de Navier-Stokes 
mas não é exata devido a algumas aproximações feitas nos termos difusivos e de 
dissipação. Estes modelos não são muito usados visto que seus resultados são 
somente um pouco melhores do que os apresentados pelos modelos algébricos 
e exigem um tem po computacional muito maior.
• M odelos a duas equações - Nesta classe de modelos está o mais difun­
dido modelo de turbulência, o modelo k-e. Este modelo tem  tido m uito su­
cesso na solução de problemas como escoamento em dutos, escoamento com 
recirculações, escoamentos confinados e jatos. No apêndice A deste trabalho 
encontra-se a dedução completa das equações deste modelo.
• M odelos baseados na so lução do ten sor de R eynolds - Estes mode­
los resolvem equações diferenciais parciais para um a ou mais componentes do 
tensor de Reynolds. Pode-se supor que esta classe de modelos apresenta me­
lhor resultado ao apresentado pelos modelos a duas equações. Mas isto não é 
necessariamente verdade. Há na literatura, segundo Nallasamy [27] e M artinu- 
zzi [26], referências a situações onde o modelo k-e apresenta melhores resultados 
relativamente aos apresentados por modelos que resolvem o tensor de Reynolds.
Como indicado anteriormente a maioria dos trabalhos que modelam escoamentos tu r­
bulentos usam um modelo a duas equações. Isto dem onstra a capacidade que têm  estes 
tipos de modelos, e em especial o modelo k-e que é o modelo mais utilizado na atualidade
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e tem  demonstrado bons resultados na determinação do campo de velocidades, principal­
mente no interior de dutos. Por estas razões este modelo será empregado neste trabalho.
Equação de Conservação no P lano C artesiano
O escoamento em análise é bidimensional e elíptico em um duto que contém uma 
bifurcação. O escoamento é turbulento, mas as velocidades envolvidas não são suficiente­
mente altas paxa que efeitos de compressibilidade possam ser significativos. As paredes do 
duto são lisas é as’propriedades físicas dò'fluido’foram’consideradas constantes e conheci­
das. No interior da bifurcação pode haver tan to  a união do fluxo de massa quanto a sua 
sepaxação.
Definido o problema, o próximo passo é a  determinação das equações matem áticas que 
governam este problema físico. Como as equações governantes deste problema podem ser 
encontradas na maioria dos livros básicos de Mecânica dos Fluidos, somente a forma final 
das equações será apresentada.
As seguintes hipóteses simplificativas foram utilizadas para  se obter o conjunto de 
equações diferenciais que governam o problema :
• Problema bidimensional;
• Regime permanente;
• Escoamento isocórico;
• Escoamento turbulento;
• Modelo de viscosidade turbulenta de Boussinesq;
• Propriedades físicas do fluido constantes e conhecidas;
• Fluido newtoniano e homogêneo; e,
•  Forças de campo nulas em todas as direções.
As seguintes equações governantes do problema físico são obtidas com o uso das sim­
plificações anteriormente comentadas, usando coordenadas cartesianas :
Equação da C onservação da M assa
d(pu) d(pv) 
dx dy
(2.6)
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Equação de N avier-Stokes na direção x
d ( p u ) d (  d u \  d  (  d u '
~ ãT  + ãí ( r u -  ""ãí) + di Y uv -  ““ di,
d  (  d u \  d  (  d v \  
dx dx )  "** dy d x )
Equação de N avier-Stokes na direção y
d(pv) d (  dv\ d (  dv\
- W  +  d i  -  ^ ’ d i )  +  Ty ^ )
d (  du\ d (  dv\  
dx d y)  ^ dy \ d x )
E quação da E nergia C inética  T urbulenta (k)
d(pk) d (  ( ht \  dk\  
^  '  +  ã l  I P « * -  \ ~  + »L ) « -  +dt dx \  V^k J dx
Equação da D issipação da E nergia C inética  Turbulenta (e)
d(pe) d (  ( Pt  \  de\
+  ( Pue ~  ( ^ ) +dt ' dx V  \<re dx
J L (  ( t L  a- \ 0 l \ -
d y \ € \ ° c  d y )  k
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onde
A = 0 , 5 W | ( 2 g  +
p *  =  p + - p k
f d v \ 2 (  du d v \ 2\
( % )  + 2 U  + ã í )  j  (2 U a )
k2
PT = C » p -  e
Vef =  PL + PT
(2.116)
(2.11c) 
(2.1 lá )
é a taxa de geração de energia cinética turbulenta.
Tabela 2 .1 : -Constantes-das equações (2.9), (2.10) e (2.11c)
Cl 1,44
c2 1,92
0,09
cr( 1,30
<^k 1,0
As constantes da tabela 2.1 foram obtidas em Launder e Spalding [20]. Constantes 
com valores semelhantes às apresentadas foram encontradas nas referências [12,27]. Tais 
constantes foram testadas e não alteraram os campos de velocidades de forma significativa.
As derivadas temporais existentes nas equações diferenciais anteriormente apresentadas 
foram mantidas, apesar do propósito deste trabalho ser o de obter exclusivamente soluções 
em regime permanente. Isto acontece porque os termos transientes são usados para fins 
de avanços iterativos na solução numérica.
Equações D iferenciais no P lano Transformado
Na seção anterior todas as equações diferenciais que regem este problema foram apre­
sentadas. Elas definem um conjunto de igual número de equações e incógnitas. Estas
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equações são não-lineares e acopladas entre si, por isso, não há na literatura nenhum a 
solução analítica que resolva este conjunto de equações. A alternativa para que a  solução 
deste sistema de equações possa ser encontrada é, de algum a forma, aproximar as equações 
diferenciais e as condições de contorno e obter um a solução numérica.
Um dos métodos existentes para a solução de equações diferenciais é o uso da técnica 
dos Volumes Finitos. Esta técnica, cujo trabalho precursor foi o de Harlow e Welch [13], 
foi empregada em problemas de Mecânica dos Fluidos na década de 60 e tornou-se a 
metodologia numérica mais usada para esta  classe de problemas. O método consiste em 
discretizar o domínio de interesse em um núm ero finito de volumes de controle. Após esta 
discretização ter sido realizada, integra-se as equações diferenciais no tempo e no volume 
discretizado. Cada equação integrada é transform ada em um a equação algébrica para 
cada pequeno volume do domínio. Então, a  solução é encontrada através da solução de 
um sistema de equações lineares. Este método tornou-se através dos anos o mais usado 
na solução de problemas de Mecânica dos Fluidos e Transferência de Calor. As técnicas 
numéricas para a solução de problemas de Mecânica dos Flui dós foram eficientemente 
disseminadas por Patankar [29] e Roache [41] em dois livros que são hoje clássicos sobre o 
assunto.
Na aplicação da técnica dos volumes finitos é m uito im portante a escolha de um  sis­
tem a de coordenadas onde serão solucionadas as equações que governam a física do pro­
blema. Dependendo da escolha feita serão necessárias interpolações quando da aplicação 
das condições de contorno, pois pode não haver coincidência entre as linhas das coorde­
nadas e a fronteira do domínio que se pretende estudar. Como a solução do problema é 
fortemente dependente das condições de contorno, e de como elas são aplicadas, a  inter­
polação na fronteira poderá ser uma, entre outras tantas, fonte de imprecisão.
Quando se faz uso de malhas estruturadas, o sistema de coordenadas ideal é aquele 
cujas linhas coincidem com a fronteira do domínio. Tal sistema é denominado sistema de 
coordenadas natural. Neste sistema os erros oriundos das interpolações das condições de 
contorno na fronteira deixam de existir.
O duto com um a bifurcação pode ser incluído na categoria de geometrias complexas. 
Assim sendo, um sistema de coordenadas naturais para esta geometria que possa ser ob­
tido através de equações algébricas não existe. Mesmo quando se faz uso da técnica dos 
multidomínios, cada um dos subdomínios pode ser considerado um a geometria complexa.
Esta foi a principal razão pela qual se optou pelo sistema de coordenadas generalizadas 
para  discretizar o domínio físico e resolver, neste sistema de coordenadas, o conjunto de 
equações diferenciais. O sistema de coordenadas generalizadas é um a metodologia que 
busca um  sistema de coordenadas natural para um a geometria arbitrária.
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O princípio do uso de coordenadas generalizadas é a  transformação de um  domínio 
simplesmente conexo, a  geometria física, em um a geometria retangular, a  geom etria tran s­
formada. Todo o problema físico é resolvido neste plano transformado, evitando assim 
as interpolações nos contornos do domínio. Os fundam entos básicos da transform ação do 
plano físico (x,y)  para o plano computacional (£,77) e outros detalhes do uso de coordenadas 
generalizadas podem ser vistos em [23].
T abela 2.2: Valores de T, e da Eq. (2.12)
<t> r s <f>J p4>
1* 0 0 0
u f^ef
ã|['^Ate/yí?(yj7§|' — x n~dç) +  JVefVçiyTi  ~
f f  ~  y ^ f f )  +  J p e f y ç i x ç ^ j  — yç f^ ) ]
V v %  y z %
V f^ef
— yTi-gç) +  j ^ e f x ^ ( x T)Q^  ~  Vv^j )]  +
^ - [ J  Hef X v (y£j jr  — x £ j ç )  +  J V e f Z t i y r i ^ j  — y ^ ) ]
T 8P* dP* 
dl] dç
k P ? - p e 0
e f t C i P ? - C 2pe) 0
* (f> tem este valor na equação de conservação da massa, Eq. (2.6)
Uma outra m aneira para discretizar as equações diferenciais deste problema é aplicar 
a técnica dos elementos finitos. Esta técnica, que emprega malhas não-estruturadas, não
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apresenta restrições quanto a geometria, o que em princípio tornaria sua aplicação mais in­
dicada paxa este problema. Mas, tradicionalmente, esta é a única vantagem da metodologia 
de elementos finitos sobre a metodologia de volumes finitos neste tipo de problema.
Para o uso de coordenadas generalizadas na solução deste problema, as equações go­
vernantes do problema, que foram apresentadas na seção anterior usando coordenadas 
cartesianas, devem ser. reescritas paxa que possam ser aplicadas no plano transformado. 
Desta forma, as Eq. (2.6), (2.7), (2-8), (2.9) e (2.10) ficam, no plano transformado, da 
seguinte forma :
i»W) . W  , d(t>vf) a ( ,
J ~ ã T  + ~ Õ T  + ~ W ~  = M  r r Ãí)
(2.12)
onde
U — uyv — v x v 
V  =  vyç — uxç
J  =  foi/«»
c\ = J  {xr,xv +  ynyv)
C 2 - - J  (xyxç +  ynyi) 
c4 =  J  ( x ^  +  yçyç)
Quando a malha no plano físico for ortogonal, C2 será nulo para todo o domínio do 
plano transformado.
O valor de T, S^  e P^, para as equações no plano transformado, podem ser vistos na 
tabela 2.2, onde é dado por :
(2.13a)
(2.136)
(2.13c)
(2.13d)
(2.13e)
(2-13/)
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C ondições de Contorno
As equações que definem o problema foram apresentadas nas seções anteriores tanto 
no sistema cartesiano de coordenadas quanto no sistema de coordenadas generalizadas. 
Mas para que o modelo matemático fique completo, as condições de contorno devem ser 
especificadas.
H
Figura 2.1: Representação esquemática de uma bifurcação
Para todos os problemas resolvidos no presente trabalho somente três tipos de condições 
de contorno foram aplicadas, quais sejam :
I. Condições de Contorno de Entrada de Massa;
II. Condições de Contorno de Saída de Massa; e,
III. Condições de Contorno de Não Deslizamento nas Paredes;
O primeiro tipo, refere-se à entrada do escoamento no duto na seção A H  e B C  da 
Fig. 2.1. O segundo, na seção E F ,  refere-se às condições de saída do escoamento do duto. 
O terceiro, refere-se às condições de contorno na parede do duto e informa como estas 
afetam o comportamento do fluido. Estas condições são aplicadas para os segmentos A B , 
C D , D E , F G  e GH. A seguir, será tratado com um maior detalhamento cada um dos 
tipos de condições de contorno supracitados.
C on d ições de C ontorno de Entrada de M assa
A determinação dos valores de u, v, k e e na região de entrada do escoamento não é 
uma tarefa simples. Geralmente o valor destas variáveis é obtido através de observações ex­
perimentais. Mas, infelizmente, nem todas as quantidades turbulentas podem ser medidas 
experimentalmente e, por isso, devem ser avaliadas de alguma maneira.
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Para o valor da velocidade u optou-se pela escolha de um perfil reto de velocidade 
(u =  constante), pois este perfil é mais próximo do perfil de um escoamento turbulento 
completamente desenvolvido. Isto foi possível após a verificação que a forma do perfil de 
velocidade nas entradas do forno não influenciavam o campo de velocidades nas imediações 
da bifurcação. Evidentemente, esta consideração será falsa se as entradas forem muito 
próximas à bifurcação ou se houver uma grande diminuição do número de Reynolds do 
escoamento.
Na entrada, considerou-se que a velocidade v é nula.
O valor da energia cinética turbulenta, k, e da dissipação da energia cinética turbulenta, 
e, deveriam ser avaliados através de dados experimentais, mas como tal procedimento não 
foi realizado, estimou-se os valores destas propriedades nas entradas em função de valores 
conhecidos. Da experiência, sabe-se que a solução não é fortemente dependente destes 
valores nas entradas do escoamento.
Assim teremos,
 ^=  Üèntrada (2.15a)
v =  0 (2.16a)
k =  (2-17«)
k1,5
e =  —r— (2.18a)n
Onde H =  segmento A H
Os valores de k e de e na entrada são os mesmos que foram apresentados no trabalho 
de Stephenson [48].
C on d ições de C ontorno de Saída de M assa
Esta condição de contorno é aplicada na saída do escoamento. Neste local, a condição 
de escoamento localmente parabólico é empregada. As condições de contorno podem ser 
escritas como,
du dv 9k de
f c ~ l h ~ l h  = l h =   ^ ^
' Na Eq. (2.19) x  representa a direção normal à E F .
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C ondições de C ontorno de N ã o -D esliza m en to  nas P aredes
Em escoamentos turbulentos os maiores gradientes de velocidades ocorrem nas regiões 
próximas das paredes. Desta forma para captar estes gradientes deve-se ter uma malha 
extremamente refinada nestas regiões. Além disto, o modelo k~e usado neste trabalho 
foi desenvolvido levando-se em contá que os efeitos viscosos podem ser desconsiderados. 
Isto é verdade na grande maioria dos escoamentos, mas é completamente falso nas regiões 
próximas das paredes.
Para quê não se faça uso de uma malha extremamente refinada, como proposto por 
Launder [19], e que se possa usar as mesmas equações do escoamento médio em todo
o domínio, faz-se uso de uma condição de contorno artificial, proposta por Launder e 
Spalding [20]. Para a aplicação desta condição de contorno artificial faz-se uso da bem 
conhecida função de parede ( wall function). Estas funções de parede são baseadas em dados 
experimentais de escoamentos em geometrias simples e tentam simular o comportamento 
viscoso do fluido nas subcamadas existentes próximas às paredes.
Para o presente estudo usou-se as seguintes equações para a aplicação da função parede, 
obtidas do trabalho de Hackman [12].
rw = (fJ. + h t )
du
dy (2.20)
v = 0 (2.21)
Tw =  <
punCfr k? 
ln (Ey+ )
ULU
se y+ > 11.63
(2.22)
se . y+ < 11.63
U+
y+ se y+ > 11.63
- ln { E y +) se y+ < 11.63Ki
(2.23)
E, por fim, baseado em constatações experimentais que na região próxima à parede a 
produção de energia cinética é igual a dissipação desta energia, algumas relações podem 
ser obtidas :
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onde
e, K — 0,4187 e E -  9,793.
3 3
e =  ^  (2.24)
Ky
í  i
y+ = y ^ ~  (2.25)
VL
As relações não são propriamente as condições de contorno do problema, mas através 
delas, no próximo capítulo, poderemos determ inar as condições de contorno na parede para  
todas as equações diferenciais apresentadas.
CAPITULO TR ES  
Solução N um érica
Introdução
No capítulo anterior as equações diferenciais que governam o problema do escoamento 
turbulento  em um  duto foram definidas. Mas, até este momento, não existem métodos 
analíticos que possam fornecer a solução, ou soluções, destas equações nesta geometria 
específica. Como já  mencionado, a  alternativa escolhida foi a aplicação do Método de Vo­
lumes Finitos como um a forma de obter um a solução aproximada do conjunto de equações 
diferenciais. Este é precisamente o propósito deste capítulo, qual seja, apresentar como o 
M étodo de Volumes Finitos foi empregado para  resolver o problema dò escoamento tu rbu ­
lento em um a bifurcação.
A segunda seção foi reservada para a apresentação dos coeficientes dos sistemas de 
equações lineares, que representam as equações governantes do problema escritas de um a 
form a aproximada, e como foi realizada a  discretização dos termos fontes das equações 
diferenciais.
Na terceira seção, o problema do acoplamento pressão-velocidade é tratado.
A quarta seção mostra, detalhadamente, como as condições de contorno foram discre- 
tizadas e aplicadas neste trabalho.
A aplicação da metodologia de multidomínios é tra tad a  na quinta seção deste capítulo 
e a últim a seção m ostra os critérios de convergência empregados e mais alguns detalhes 
relevantes da metodologia numérica.
- 2 2 -
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O btenção das Equações A proxim adas
Devido a inexistência de soluções analíticas para  as equações diferenciais que descre­
vem este problema, seja no plano físico ou no plano transformado, buscou-se, através 
da aplicação do Método de Volumes Finitos, a  solução de um sistema de equações que 
representa aproximadamente estas equações diferenciais.
A aplicação deste método para a solução de problemas cuja equação diferencial esteja 
no plano transform ado (£ — r\) não é nenhum a novidade. Neste trabalho deixaremos de 
apresentar os passos para a obtenção dos coeficientes da equação diferencial genérica na  
forma discretizada pois estes se encontram detalhados nò trabalho de Mailiska [23].
Para obter o sistema de equações, as seguintes considerações foram feitas :
•  Armazenamento das-variáveis-no volume finito-de formaco-localizada; ^ :
•  Esquema implícito de interpolação tem poral; e
• Esquema WUDS [40] para a interpolação espacial.
n
NW
■
N■ NE■
W
■
P■ E■ tuP,k,e
sw■ sB SE■
Figura 3.1: Volume finito típico e disposição das variáveis
A Fig. 3.1 m ostra o volume finito no plano transformado usado na  integração da 
equação diferencial genérica, Eq. (2.12), e como as variáveis foram localizadas neste volume.
A integração temporal e espacial da equação diferencial genérica, fazendo uso das 
considerações anteriormente citadas, resultam  no seguinte sistema de equações lineares :
(yJpÃt  <^ í’+1 — +  Aw<j>\yl +
AnW^Pw + Asw<f>sw + An eÒme + AsE<Í>ns\z + JPÂt + ÍS J w  J s
(3.1)
n ç<<j) _ ptj>
~ J
dr)d£
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onde
A n  =  - M n \ i  -  an| + CinPn + \  (c2erf -  Ç 2wr£) (3.2a )  
A s  = + a.1 + Ctsps + \  (ç2«,rj -  C2erf) (3.26)
A w  =  M w\\  +  «„I +  Çit*0«, +  \  ( C 2sF Í -  Ç2» r í )  (3.2c)
^  =  - M e| i - a e| +  C i e ^ + | ( c 2nr f - c 2sr í )  (3.2rf)
Asw =  ^ +  C2, r } )  (3.2e)
AsE = - \ ( C 2eTt  + C2. r i )  (3 .2 /)
•Ajvw =  — 4 (3.2#)
A NE = \ ( C i J t  + C * J t )  (3.2 h)
A*p =  A n  + A s  +  A w  + A e  (3.2 i)
M n — p \ ijAÇ (3.3o)
Ms =  pVs A£ (3.36)
Me =  pUe Ar) (3,3 c)
Mw = pUwAr] (3.3 d)
1 P e 2
W = 2  +  5 T f V  ( 3 '3 e )
„ l  +  0 ,005Pe2
1 +  0,05 P e 2 3^‘3^
onde Pe é o número de Peclet da malha, dado pela relação entre o fluxo convectivo e o 
fluxo difusivo de <j> em cada volume, definido pela Eq. (3.4), abaixo
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M n 
cauTÍAC
■P e ’ = ^ k t  (3Ab)
p " = J k ,  m
P e "  =  ^  c iwn„A?7
Os valores de c\ e de C4 foram definidos, respectivamente, pelas Eqs. (2.13d) e (2.13f). 
Note, também, que os coeficientes poderão ser diferentes, dependendo da variável <j> esco­
lhida. O valor de ct, Eq. (3.3é), deverá sempre possuir o mesmo sinal da, velocidade.
Convém relembrar que a variável <f> pode representar tanto 1 , w, v, k como e. Quando 
(f> =  u ou v, equação da conservação do movimento linear na direção £ e 77 respectivamente, 
os coeficientes da Eq. (3.1) dependem das próprias velocidades cartesianas que se pretende 
conhecer. Isto acontece devido a não-linearidade destas duas equações e como solução para  
este problema usa-se para o cálculo dos coeficientes os valores de u e v do nível iterativo 
anterior.
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Devido a impossibilidade de apresentar a  integração dos termos fontes, 5^, ém função 
de um a equação genérica, tal qual feito com a equação diferencial, estas são apresentadas 
na tabela 3.1^
Tabela 3.1: Termos fontes da  Eq. (3.1)
4> r jy - T d n d t
u
[«^/^e/yi/íy^fl ~  xn7ü[) +  J V e f y ç i y v T h j  ~  »^75^)]«;+ 
[Jpe fyv^ç  — yç ai-) +  JVefyçfaçfoj ~  y^#^)]”
V
[Jl l ef x n{ x rí ^  — Uti^ )  +  j V e f x ç(x vlfçj ~  Vv^)]w +
[Jfi e f x v ( y i ' d ^  ~~ Xt  f f ) ^ e / xí(y íãq  —
k ( 5 % ) kPW+1
e Clifpfp pC2£“ e”+1 Jpkp Jpk l^
O valor de Pjj>, na tabela 3.1, refere-se ao valor de P ^ ,  Eq. (2.14), avaliado para  o 
volume P:
O sistema de equações lineares obtido, Eq. (3.1), foi resolvido, inicalmente quando o
* nprogram a era executado no IBM 3090, usando o. algoritmo apresentado p o r0Schneider e 
Zedam [50]. Contudo,‘com a mudança de com putador para o CONVEX 210 com veto- 
rização, o algoritmo para a solução foi m udado para  o TDMA [30], visto que este é mais 
eficiente em equipamentos que disponham da capacidade de vetorização.
t  A integração do termo fonte de k e de e foi feita segundo a recomendação de Raithby [39]. O superíndice 
“0”, indica que a propriedade está sendo avaliada no nível de iteração anterior.
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A cop lam ento  Pressão-V elocidade
A necessidade de tra ta r o acoplamento pressão-velocidade surge em virtude do método 
segregado de solução das equações diferenciais. C ada equação diferencial é resolvida sepa­
radam ente desacoplando a  equação que está sendo resolvida das demais equações.
Em  um  recente trábalho, França F° [10] apresenta um detalhado estudo sobre os 
métodos de acoplamento entre a pressão e a  velocidade fazendo uso de coordenadas ge­
neralizadas. Neste trabalho pode-se encontrar, explicitamente, como aplicar os diversos 
métodos de acoplamento pressão-velocidade para  programas que usam coordenadas gene­
ralizadas. Por esta  razão não sérão apresentados as equações do método SIMPLEC [51], o 
método de acoplamento entre a pressão e a velocidade usado neste presente trabalho, pois 
o mesmo já  se encontra bem documentado no trabalho  de França F° anteriorm ente citado.
C ondições de Contorno
No capítulo anterior as condições de contorno foram apresentadas. Mas para que o 
M étodo de Volumes Finitos possa ser aplicado, as condições de contorno necessitam ser 
reescritas de form a a adequá-las ao uso do M étodo de Volumes Finitos e do modelo k-e de 
turbulência.
Existem várias maneiras para escrever as condições de contorno quando da aplicação do 
M étodo de Volumes Finitos. Fazer uso de volumes fictícios é uma destas maneiras. Apesar 
do incoveniente de aum entar a memória computacional necessária, este procedimento tem 
sido usado em larga escala, principalmente em problemas bidimensionais. Como, usando 
volumes fictícios, todos os volumes finitos do domínio físico passam a ser volumes internos 
do domínio computacional, há um a diminuição na quantidade de testes lógicos necessários 
no código computacional se compararmos com outras maneiras de escrever as condições 
de contorno. E sta  diminuição no tempo deverá ser maior ainda nos novos modelos de 
computadores capazes de vetorizar os códigos computacionais.
Todas as condições de contornos foram apresentadas no capítulo anterior, desta forma 
as seções seguintes tra ta rão  de m ostrar de que m aneira devemos reescrevê-las para  que o 
M étodo dos Volumes Finitos possa ser corretam ente aplicado.
C on d ições de C ontorno de E ntrada de M assa
As equações para u, v, k e e para esta região são as seguintes :
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U p  —  Uprescrito 
Vp = 0
kp =  l(T 3Up
ep
3
Kp
H
(3.5a)
(3.56)
(3.5c)
(3.5c)
onde H  é a altura do duto.
Note que as eondições de contorno na entrada do escoamento não são~aplicadas exa­
tamente na entrada do escoamento do plano físico. Para ser preciso, o correto seria a 
avaliação das propriedades na face este do volume P. Mas, a escolha de um ou de outro 
procedimento não causa diferença significativa no resultado final obtido.
Fronteira de 
Entrada de Massa
Figura 3.2: Volume finito na região de entrada de massa
A Fig. 3.2 mostra os volumes finitos numa região de entrada de massa situada, como 
exemplo, na fronteira oeste do domínio.
C on d ições de C ontorno de Saída de M assa
As condições de contorno, na forma discretizada, na fronteira de saída de massa fica 
da seguinte forma :
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u p  — VS  
vp  =  vs  
k p  =  k s  
ep =  es
(3.6 a) 
(3.6 b) 
(3.6c) 
(3.6d)
A Fig. 3.3 mostra os volumes finitos numa região de saída de massa situada, a título 
de exemplo, na fronteira norte do domínio.
Volume Fictício
P*
Fronteira de 
Salda de Massa
S*
Figura 3.3: Volume finito na região de saída de massa
C ondições de C ontorno de N ão-D eslizam en to  nas Paredes
Esta é a condição de contorno que afeta com uma maior intensidade o escoamento. Os 
termos de produção e dissipação de energia cinética, presentes nas equações de k e e, são 
fortemente afetados pela presença de paredes. A Fig. 3.4 mostra os volumes finitos em 
uma região próxima a uma parede.
Baseado nas Eqs. (2.20)-(2.25) pode-se escrever as condições de contorno para a 
velocidade u aproximando o valor de tw da seguinte forma :
Tw =  ( ^  +  P t )
Ufl — up
Zyp
(3-7)
desta forma pode-se escrever a equação para a velocidade u como
Up = Uj\r — 2 Tw yp  
V +  PT
(3.8)
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O valor de t w é definido usando a Eq. (2.20),
1 1
PUN K Cp kjy
se y+ > 11.63
ln (Ey~p)
VL UN , + .^11 RO--------- se y S  11.63yp
(3.9)
i ir A v2+  L'/* NVp = yp-----
PL
(3.10)
A equação da velocidade v, Eq. (2.21), fica da seguinte maneira
vp — — ujv (3.11)
De forma análoga pode-se obter estas equações para  as outras fronteiras do domínio. 
As Eqs. (3.8) e (3.11) só valem quando a fronteira não está inclinada, como na Fig. 3.4. A 
equação para situações onde há inclinações é deduzida no Apêndice B.
O termo fonte da equação de conservação da energia cinética, P£,  é avaliado de forma 
diferente da apresentada na Eq. (2.14) para os primeiros volumes próximos à parede. 
Isto acontece porque, da forma como foi escrito, este termo não reproduz os grandes 
gradientes que ocorrem nesta região. Para que estes gradientes pudessem ser captados há
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a necessidade de um  grande refinamento na  m alha nesta região. Segundo Hackman [12] 
este termo deve ser avaliado da seguinte form a
S  j  js  T*> UP- y d r ] d Ç  = ----------- —
J  yP Jp
p C l  (k°p* kP)
U+ 
yp Jp (3.12)
onde U+ foi definido n â  Eq. (2.23).
A Eq. (2.12) para  (j> =  e também não descreve corretamento os efeitos de dissipação na 
região próxim a à parede. Como visto no capítulo anterior, a Eq. (2.24) deve ser aplicada 
para esta região. Ou seja, para os primeiros volumes próximos à parede deve-se substituir 
esta equação por
e =
3 2 C* h 2 
k n
Kyp (3.13)
A Eq. (2.11c) que define a viscosidade tu rbu len ta  tam bém  não é válida para os primeiros 
volumes próximos à  parede. Em seu lugar deve-se usar a  seguinte equação :
p  n y p
W
P
se y + > 11.63
0,1 Pl se y+ < 11.63
(3.14)
A plicação da M etodologia  de M ultidom ín ios
A aplicação do M étodo de Volumes Finitos em problemas cujas geometrias foram dis- 
cretizadas usando vários domínios não é algo recente. Esta é uma ferramenta que, usando 
sistemas de coordenadas convencionais, perm ite a  solução de problemas envolvendo geo­
m etrias com um  certo grau de complexidade. Desta forma, os pesquisadores que usavam 
Volumes Finitos para  discretizar os seus problemas puderam  simular escoamentos em geo­
m etrias que não resolviam até então, mas fazendo uso de dois ou mais domínios e de um 
ou mais sistemas de coordenadas ortogonais [38].
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A motivação paxa a Metodologia de Multidomínios não está restrita  à  aplicação em 
geometrias complexas. Pode-se usá-la, por exemplo, quando se deseja estudar o com porta­
mento de dois fluidos imiscíveis. Assim o comportamento de um  dos fluidos é determinado 
em um  dos subdomínios enquanto o do outro fluido é estudado pelo outro subdomínio.
A possibilidade de representar um  domínio de geometria complexa usando um único 
sistema de coordenadas foi o principal fator para  a difusão e o desenvolvimento de coorde­
nadas generalizadas. Isto pode ser facilmente comprovado folheando os recentes números 
de revistas como ò Numerical Heat Transfer ou Computers & Fluids, entre outras.
Mas apesar da grande variedade de geometrias que se pode discretizar usando coorde­
nadas generalizadas, há  aquelas que não são corretamente mapeadas por esta metodologia, 
como no caso apresentado pela Fig. 1.2.
A alternativa para este tipo de problema é a subdivisão do domínio ém dois ou mais 
subdomínios e gerar as coordenadas destes subdomínios usando a técnica de coordenadas 
generalizadas. Com a aplicação conjunta destas duas ferram entas, coordenadas genera­
lizadas e multidomínios, a geometria passa a não ser mais um  lim itante na solução de 
problemas onde o M étodo dos Volumes Finitos é aplicado.
Domínio A
Domínio B
F ig u ra  3.5: Multidomínios sem região dè intersecção
Existem duas formas distintas de se aplicar a metodologia de multidomínios. A pri­
m eira delas é a que faz com que em cada subdomínio vizinho não exista um a região de 
intersecção, como ilustra a Fig. 3.5 [25] onde a linha em negrito representa a fronteira de 
cada um a das duas malhas. Isto permite que cada um dos subdomínios tenha sua malha 
completamente independente dos outros subdomínios. Isto pode ser visto claramente na 
parte direita da m alha da Fig. 3.5. As informações de um domínio são passadas para  o 
seu domínio vizinho através de alguma interpolação.
A segunda forma de aplicação de multidomínios é fazer com que exista um a região de 
m alha comum entre subdomínios vizinhos, criando um a dependência entre as malhas dos
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mesmos. Este procedimento, aumenta o tem po de solução das equações paxa um a iteração 
de todo o domínio, mas nada se pode afirmar quanto ao tempo total necessário para obter a 
solução do problema. A grande vantagem deste procedimento é que não há necessidade de 
interpolações paxa transferir as informações de um subdomínio para o seu vizinho, embora 
seja perd ida a possibilidade de se obter malhas completamente independentes paxa cada 
subdomínio.
Este segundo tipo de aplicação de multidomínios apresenta um acoplamento bem mais 
forte entre as soluções de cada um dos subdomínios e por esta rázão foi o procedimento 
escolhido para  ser usado neste trabalho.
H G
A D
Figura 3.6: Esquema da bifurcação e seus 2 subdomínios
O princípio do uso de multidomínios está na subdivisão do domínio que se pretende 
estudar em dois ou mais subdomínios. Cada um destes subdomínios tem o seu sistema de 
coordenadas independente. Com a subdivisão, cada um  dos subdomínios passa a ter um a 
ou m ais partes de suas fronteiras cuja condição de contorno é desconhecida.
A Fig. 3.6 m ostra esquematicamente como o domínio de cálculo foi dividido em duas 
partes. No primeiro domínio todas as condições de contorno são conhecidas, com exceção 
da região da fronteira referente ao segmento IF .  Por sua vez, no segundo domínio não 
são conhecidos os valores das condições de contorno paxa os segmentos B I  e CF. Para 
a avaliação destas condições de contorno, para este problema, faz-se uso de um processo 
iterativo que tem  a seguinte forma :
1. Arbitram -se os valores iniciais para todas as variáveis, do problema em cada 
um  dos subdomínios;
2. Resolvem-se todas as equações no primeiro subdomínio. Paxa se obter a condição 
de contorno nas fronteiras com o outro subdomínio, faz-se uso de interpolação,
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caso não exisra uma região comum a ambos os domínios, ou simplesmente 
prescrevem-se na fronteira os valores das propriedades conhecidas no outro 
volume. Desta forma há o acoplamento físico entre este subdomínio e o seu 
vizinho.
3. Resolvem-se todas as equações do segundo subdomínio. Novamente haverá 
um a região cujo valor não se conhece em nenhum  lugar do contorno. Desta 
form a faz-se uso de interpolação, caso não exista um a região comum a  ambos os 
domínios, ou simplesmente prescreve-se na fronteira os valores das propriedades 
conhecidas no outro volume. Isto tem  que ser feito com os valores mais recentes 
das variáveis calculadas no item 2.
4. Itera-se o item 2 e 3 até que a solução de cada um  dos subdomínios não se 
altere mais, segundo algum critério de convergência.
Subdomínio 1 Subdomínio 2 
J
B i H
B I
f
C F
□
Volume Fictício Volume Finito Vblume Finito 
Subdomínio 1 subdomínio 2 Real de Intersecção
F ig u ra  3 .7 : Esquema da bifurcação e seus 2 subdomínios
Este processo iterativo é visto na Fig. 3.7. A prim eira paxte representa a determinação 
das propriedades no primeiro subdomínio e quais volumes que terão suas variáveis usadas
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pelo segundo subdomínio. A segunda parte, o processo inverso, ou seja, o cálculo das 
variáveis no segundo subdomínio e quais destes volumes serão usados como condição de 
contorno pelo primeiro subdomínio. Nesta figura, os volumes de intersecção representam  
aqueles volumes que são volumes internos em um  subdomínio e são volumes fictícios no 
outro. Nestes volumes é que são feitas as transferências de informações de um  subdomínio 
p ara  o outro.
Devé ser enfatizado que o acoplamento geométrico do problema é feito através das 
malhas, mas o acoplamento físico do problema é feito, de forma iterativa, usando a solução 
de um  subdomínio para calcular ás condições de contorno do outro subdomínio e vice-versa.
Como todas as variáveis deste problema estão armazenadas no mesmo lugar no vo­
lume finito, não há maiores dificuldades na implementação da solução em multidomínios, 
partindo-se de um program a que está preparado p a ra  a solução de problemas usando um 
único domínio. Mas, para o problema alvo deste trabalho, alguns detalhes merecem ser 
mencionados :
• A região comum aos dois domínios foi feita de tal forma a minimizar o número 
de fronteiras com condições de contorno desconhecidas, mas com o requisito 
de existir um a região comum aos dois subdomínios. Isto fez com que a região 
de intersecção entre os domínios crescesse. Como, na região de intersecção, as 
equação governantes são resolvidas para  os dois domínios, o tempo com puta­
cional exigido para se completar um a iteração englobando os dois domínios é 
maior. Mas, nada se pode afirmar sobre o tem po total de solução do problema, 
visto que, como na região crítica as variáveis são resolvidas duas vezes, esta 
região deve convergir mais rapidamente para  o resultado final.
•  Como pode ser visto na Fig. 3.7, há alguns volumes que são fictícios em um 
subdomínio e são volumes internos no outro  subdomínio. Deve-se tom ar o 
cuidado para que estes volumes sejam iguais para que possam ter as mesmas 
métricas.
• Deve-se tom ar cuidado ao se transferir um a informação de um subdomínio para 
outro. Dependendo do sistema de referencia usado, um a velocidade pode ser 
positiva em um subdomínio e ser negativa no outro.
O processo de transferência do valor de um a variável de um subdomínio para o outro 
é feito da seguinte forma :
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• Como o volume fictício, nesta região, coincide com um  volume interno do outro 
subdomínio, é dito, na subrotina que calcula as condições de contorno, que o 
valor da variável em um a determinada fronteira é igual ao valor desta variável 
no volume fictício, que por sua vez corresponde ao valor desta mesma variável 
calculado no outro subdomínio.
C ritérios de C onvergência
O critério de convergência usado neste trabalho foi o mesmo usado por Dimitriadis [6] 
em sua tese de doutorado. Primeiramente é feito um  balanço de massa para  cada volume 
finito de cada um  dos subdomínios. 0  resíduo deste balanço de m assa é dividido pelo fluxo 
de massa representativo da seção, que nada mais é que o fluxo de massa que passa na seção 
dividido pelo número de volumes desta seção. Se o resultado desta operação for menor que
0.01%, para todos os volumes, um dos critérios de convergência terá  sido satisfeito.
O segundo critério é o que garante que as variáveis t / , v , k e e  não variam nas fronteiras 
que ligam um subdomínio ao outro. Se em duas iterações sucessivas, estas variarem menos 
de 1%, em todos os volumes que fazem fronteira, será considerado que este critério de 
convergência foi satisfeito.
O processo iterativo só foi considerado convergido quando ambos os critérios de con­
vergência foram satisfeitos.
C APÍTULO  QUATRO
Validação do M odelo N um érico
Introdução
Neste capítulo alguns resultados são apresentados com o objetivo de dem onstrar que as 
equações e o código computacional para resolver o problema do duto com bifurcação estão 
corretos. A necessidade de testes paxa qualificar o program a é dem onstrada na segunda 
parte deste capítulo.
Na terceira parte pode-se encontrar o primeiro dos testes analisados. Trata-se da 
solução do escoamento turbulento entre placas planas paralelas.
E, para concluir, trabalhos encontrados n a  litara tu ra  que tra tam  sobre escoamento 
lam inar em bifurcações são comparados.
N ecessidade de Validar o Program a C om putacional
O código computacional desenvolvido, baseado nas equações apresentadas no segundo 
capítulo, originou-se de um programa anteriorm ente preparado para a determinação do 
campo de velocidades e tem peraturas paxa escoamento escoamentos em qualquer regime 
de velocidade [45], desenvolvido pelo SINMEC.
P ara  que o program a pudesse ser usado neste trabalho, solução de um escoamento in- 
compressível e turbulento, algumas alterações no program a original fizeram-se necessárias. 
Cita-se, como exemplo, a  inclusão das equações do modelo k-e de turbulência, a eliminação
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da dependência da massa especifica com a tem peratura ou ainda a inclusão do esquema 
de solução usando multidomínios.
Após a realização destas alterações na estru tu ra  do program a original, um a série de tes­
tes foram programados. Estes testes serviram para eliminar eventuais erros de formulação 
e de programação que ainda pudessem existir e garantir o funcionamento do esquema de 
solução usando multidomínios.
yt
c
Figura 4.1: Geometria do problema de placas planas paralelas
Os problemas cujas suluções foram investigadas e que satisfaziam os objetivos ante­
riorm ente citados são :
• Escoamento Turbulento entre Placas Planas Paralelas; e
• Escoamento Laminar em Bifurcações.
Cada um  destes escoamentos acima citados possui um a determ inada característica que 
o tornou m uito im portante para o estudo do escoamento em um a bifurcação. A razão que 
nos levou a selecionar cada um destes problemas será comentada nas próximas seções.
E scoam ento Turbulento Entre P lacas P lan as Paralelas
O escoamento turbulento entre placas planas paralelas foi o primeiro dos testes elabo­
rados para eliminar os erros de programação existentes.
Este é um problema cuja característica principal é a simplicidade. Trata-se de um 
escoamento turbulento, por isso todas as equações do modelo k-e são testadas, mas que
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não traz dificuldade alguma na geração de malhas e não requer um tempo computacional 
muito elevado. Apesar disto, pode-se afirmar que quando a solução correta do escoamento 
turbulento entre placas planas paralelas for encontrada, as equações do modelo k-e deverão 
estar corretas. Um esquema da geometria estudada pode ser visto na Fig. 4.1.
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F ig u ra  4.2: Escoamento turbulento entre placas planas e paralelas
Uma única referência foi usada na solução do escoamento entre duas placas planas 
paralelas. Trata-se do artigo de Stephenson [48]. Escrito faz alguns anos, este artigo traz a 
solução do problem a hidrodinâmico e térmico para  um fluido escoando de forma turbulenta 
entre placas planas paralelas e divergentes.
Apesar do artigo de Stephenson ser um trabalho onde há um enfoque numérico do pro­
blema, muitos dados experimentais originados de outras referências podem ser encontrados 
e, entre eles o trabalho de Byrne et alli [4]. E foram precisamente com estes dados experi­
mentais que foram feitas as comparações que confirmaram que as equações de turbulência 
utilizadas foram implementadas de forma correta,
A Fig. 4.2 m ostra uma curva com o comportamento do cámpo de velocidade para 
várias posições, tan to  na diração x  quanto na direção y. O comprimento da placa, C, é 
igual a 3.66 m e a distância entre as placas, 2X , igual a 0.051 m. O número de Reynolds 
do problema usado na comparação é igual a 140.000. As condições de contorno usadas 
neste problema foram :
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Ventrada — f  (^ *-e2l )  
^entrada 0 
kentrada ~  0 
^entrada 0
(4.1)
m dV dk de
dx sa id a dx sa id a dx sa id a dx senda
0
Função parede foi usado para a avaliação das variáveis nas paredes da placa plana. Pro- 
positalmente, não se fez uso da simetria do problema quando da computação dos resultados 
apresentados.
Na Fig. 4.2-os pontos no gráfico correspondem aos resultados experimentais de Bym e 
et alli [4] que é apresentado no trabalho de Stephenson [48]. Os resultados concordam 
satisfatoriam ente com o experimento de Bym e et alli com uma maior discordância na 
região central entre as duas placas, y = 0. Mesmo assim, os resultados obtidos neste 
trabalho são melhores que os obtidos numericamente por Stephenson [48].
E scoam ento Laminar em  Bifurcações
«h
Na literatura especializada há um a dificuldade muito grande para se comparar soluções 
de escoamento turbulento em bifurcações. Alguns trabalhos mostram soluções tridim en­
sionais [37], outros, que tra tam  de situações bidimensionais [6,21], apresentam  os seus 
resultados em forma de vetor velocidade, o que é praticam ente impossível comparar.
A solução encontrada foi a de comparar com situações envolvendo escoamentos lami­
nares, como os apresentados nos trabalhos de Kawaguti e Hamanó [18] e Hayes et alli [15]. 
Contudo, mesmo para estes artigos a comparação não foi um a tarefa fácil. Os resulta­
dos destes trabalhos foram apresentados, na sua grande maioria, em forma de linhas de 
corrente. P ara apresentar a comparação feita neste trabalho, as linhas de corrente apre­
sentadas em [18] e [15] foram copiadas fazendo uso de um  scanner.
Kawaguti e Hamano [18] trabalharam  com número de Reynolds muito baixo, pois o 
objetivo de seu trabalho é simular o comportamento do sangue humano. Mas, as geometrias 
estudadas neste trabalho se prestam bastante para testar o programa, visto que nem todas
as bifurcações estudadas tem  um ângulo de 90°. Estas bifurcações em forma de “Y” 
são ideais para saber se os termos não-ortogonais foram corretam ente discretizados no 
program a computacional.
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F igura 4.3: Malha da bifurcação 82x22 e 22x82
A malha usada para  a  solução deste problema é vista na Fig. 4.3. Trata-se de tuna 
m alha de 82x22 volumes, incluindo os volumes fictícios, para  o domínio horizontal e 22x82 
volumes para o vertical.
F ig u ra  4 .4 : Escoamento Laminar em um a bifurcação com número-dè 
Reynolds =  32 e 30° de ângulo
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Os resultados foram bastantes satisfatórios, como pode ser visto na Fig. 4.4. Para 
este problema, o número de Reynolds baseado na  a ltu ra  do duto horizontal vale 32 e o 
ângulo de bifurcação é de 30°. A figura superior é um a digitalização da Fig 3 do trabalho 
de Kawaguti e Hamano [18], enquanto a inferior é a  apresentação dos resultados por nós 
obtidos usando o visualisador ISO-3D [24].
F ig u ra  4.5: Escoamento Laminar em um a bifurcação com número de 
Reynolds =  64 e 30° de ângulo
Com um número de Reynolds maior, 64, mas com o mesmo ângulo, foi comparado 
ou tra  solução do trabalho de Kawaguti e Hamano. A malha usada foi a mesma usada no 
problema anterior. A Fig. 4.5 m ostra as linhas de correntes para este problema, a superior 
é a Fig . 10 digitalizada do artigo de Kawaguti e Hamano, enquanto a inferior representa as 
linhas de correntes obtidas neste trabalho. Com excessão feita a um a pequena recirculação 
que aparece no trabalho de Kawaguti e Hamano, as outras isolinhas conferem muito bem.
Validação do Modelo N um érico 43
As Figs. 4.6 e Fig. 4.7 mostram a solução, para  um  ângulo de bifurcação de 150°, de 
um escoamento com o número de Reynolds igual a 32 e 64, respectivamente. Novamente, 
os resultados se apresentaram  muito bons.
__________;_____________  — ►
F ig u ra  4.6: Escoamento laminar em um a bifurcação com número de Rey- ; 
nolds =  32 e 150° de ângulo I
P ara  concluir os testes o escoamento em um a bifurcação de 90° foi estudado, utilizando- 
se do trabalho de Hayes et alli [15].
Os resultados que são apresentados referem-se a  um  problema com número de Reynolds 
igual a 300. O que difere em cada um dos três casos apresentados é a quantidade de massa 
que passa por um a ou por outra bifurcação.
Na Fig. 4.8 80% da massa passa pelo duto horizontal e somente 20% continua no duto 
vertical. Na Fig. 4.9 50% da massa escoa pelo no duto vertical e, consequentemente, os 
outros 50% pelo duto horizontal. E por fim, na  Fig. 4.10 ocorre a situação inversa ao 
que ocorre na Fig. 4.8, ou seja, 80% da massa escoa pelo duto vertical e 20% pelo duto 
horizontal.
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A concordância nos três casos pode ser considerada boa, o que nos garante que a 
metodologia de multidomínios im plem entada no program a funciona corretamente.
F ig u ra  4.7: Escoamento Laminar em um a bifurcação com número de 
Reynolds =  64 e 150° de ângulo
Para todos os problemas de bifurcação resolvidos neste capítulo, as condições de con­
torno foram exatam ente as mesmas, ou seja :
•  Fluxo prescrito na  entrada do escoamento;
• Fluxo locamente parabólico nas duas saídas do escoamento; e
•  Velocidade nula em todas as paredes - condição de não-escorregamento.
Quanto ao tem po de CPU necessário para  a solução do problema, usando um compu­
tador CONVEX 210 com vetorização, para soluções laminares ele nunca foi superior a 60 
minutos mas tam bém  nunca foi inferior a 30 minutos.
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F ig u ra  4.8: Escoamento Laminar -  20% da massa no duto vertical
t
j jp È  t -0.45-
F ig u ra  4 .9 : Escoamento Laminar -  50% da massa no duto vertical
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F ig u ra  4.10: Escoamento Laminar -  80% da massa no duto vertical
C A PIT U L O  CINCO  
Aplicação da M etodologia a um a Bifurcação
Introdução
Nos capítulos precedentes toda a formulação m atem ática e toda a modelação numérica 
referentes ao problema do escoamento turbulento em tuna bifurcação foram apresentadas. 
Testes foram realizados com o propósito de qualificar o código computacional baseado no 
modelo numérico apresentado.
P ara  completar o presente trabalho, alcançando os objetivos traçados no primeiro 
capítulo, um estudo sobre o comportamento do fluido no interior de um  duto contendo nma 
bifurcação foi elaborado e será apresentado nas próximas seções deste capítulo. E dentre 
as incontáveis situações onde pode-se encontrar um  fluido escoando em um a bifurcação a 
escolhida foi a do escoamento turbulento no interior do forno de um a esmaltatriz.
Fabricar fios de cobre esmaltado é um a atividade que é realizada por diversas empresas
no mundo. P ara a produção destes fios, barras de cobre são trefiladas diversas vezes até
que a bitola desejada seja alcançada. Feito isto, o fio é esmaltado e, em seguida, passa pelo
forno da esmaltatriz. Este forno é um  duto de grande comprimento onde, em seu interior,
/
passam  fios de cobre e ar quente na direção oposta ao movimento destes fios. E nele que 
se processa a cura do esmalte. O esmalte, que recobre o fio em um a ou mais camadas, é 
um a combinação de vários solventes, que conferem ao esmalte a fluidez necessária à sua 
aplicação, e vários solutos, que irão conferir ao fio esmaltado algumas das características 
eletro-mecânicas desejadas. A aplicação do esmalte, por exemplo, garante ao fio esmaltado 
o isolamento elétrico.
Como visto, o processo de esmaltação, do ponto de vista físico-químico, é bastante 
complexo e, do ponto de vista econômico, im portante na determinação do preço final do 
produto. Desta forma, para se desenvolver novas tecnologias onde o fio esmaltado tenha 
um a qualidade superior à existente atualmente, o processo como um  todo deve merecer 
um  estudo detalhado. Deve-se, por exemplo :
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•  Realizar um  profundo estudo físico-químico do esmalte paxa que, com o uso 
deste esmalte, seja possível obter um  fio esmaltado dentro das especificações 
eletro-mecânicas desejadas;
•  Conhecer os mecanismos de evaporação dos solventes no interior da esm altatriz 
com o intuito  de otimizar parâm etros geométricos quando do projeto do forno 
ou estim ar corretamente velocidades de produção e tem peraturas de operação; 
e’
• Analisar o comportamento do fluido que passa pelo interior do forno, pois este 
é o responsável direto pela retirada do solvente durante o processo de cura do 
esmalte.
RI
Saída do Fio 
------- >
F ig u ra  5.1: Representação esquemática de um a esmaltatriz
Portanto, um a otimização do processo de cura do esmalte passa, obrigatoriamente, 
pelo conhecimento do movimento do fluido dentro destes fornos. E nos fornos, a  região 
de maior interesse é, sem dúvida alguma, a  adjacente à bifurcação situada próximo à 
entrada do fio. É  nesta região que o fluido deixa de escoar paralelamente ao fio e passa a 
fazê-lo obliquamente, retirando o solvente e promovendo o processo da cura do esmalte. A 
Fig. 5.1 m ostra um  desenho esquemático de um  forno de esmaltação. A segunda bifurcação, 
próxim a à saída do fio, não carece de um  estudo mais aprofundado, visto que, ao passar 
por esta região, o fio não deverá apresentar traços significativos da presença de solventes 
no esmalte.
Uma pequena quantidade de ar entra no forno pela mesma entrada por onde entra 
o fio, lado esquerdo da Fig. 5.1. Este ar entra por que a pressão é menor que a  pressão 
ambiente.
Este trabalho é tuna seqüência do trabalho de Peters et alli [32] e Peters [34] que estu­
daram  o comportamento laminar no interior do forno de esmaltação. Peters [33] também 
estudou o problema de transporte de massa no fio, considerando apenas os efeitos difu­
sivos. Concomitantemente ao presente trabalho, Pereira [47], experimentalmente, obteve
Entrada do 
Fio Esmaltado
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um a correlação para o núm ero de Nusselt em fios em movimento. Através desta correlação, 
um estudo para saber o que ocorre com a tem peratura no fio em movimento foi realizado 
por Furukawa e Colle [11].
Conhecer como o escoamento influi no processo de cura do fio esm altado é de muito 
interesse para os que projetam  fomos p ara  este fim. Mas para a  obtenção desta informação 
somente com a aplicação um  modelo tridimensional para  escoamento turbulento. Isto au­
m entaria consideravelmente o grau de complexidade do problema estudado. Desta forma, 
em nunhum a das hipóteses simplificativas que caracterizaram  o problema estudado, reali­
zadas no segundo capítulo, levou-se em conta a presença de um  fio no interior do duto.
Como já  comentado, como não há interesse em se conhecer como escoa o ar na região 
da bifurcação situada à direita na  Fig. 5.1, por isto a geometria em estudo é apresentada 
na Fig. 5.2.
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F ig u ra  5.2: Geometria da Bifurcação
Os fatores relevantes de estudo e que esta trabalho pretente qualificar são :
1. Influência das vazões;
2. Influência do ângulo de bifurcação;
3. Influência da seção de entrada do duto vertical;
4. Influência das obstruções internas.
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Influência das Vazões
No forno de esxnaltação o ar entra tanto pelo lado direito do duto horizontal quanto 
pelo esquerdo. A questão colocada aqui é a seguinte : se alimentarmos a vazão do lado 
esquerdo, de que forma isto influenciará no escoamento no duto horizontal ?
F ig u ra  5.3: M alha 120 x 16 (horizontal) e 32 x 62 (vertical) usada na 
solução do problema
P ara responder a tal pergunta, três situações foram computados :
1. Ve =  0,95 [s£ ]/m  e V* =  0,05 [ ^ ] / m
2. Ve = 0,85 [=£]/m e Vw =  0,15 [*£]/m
3. Ve =  0,75 [=£]/m  eV„ =  0 ,25 [=£]/m
onde Ve e Vw representam, respectivamente, as vazões no lado direito e esquerdo do duto 
horizontal.
Todas as três configurações acima foram resolvidas para a seguinte geom etria :
•  Comprimento A H  =  70 [mm]
•  Comprimento F E  =  200 [mm]
• Comprimento A B  — 1500 [mm]
•  Comprimento H G  =  450 [mm]
• Comprimento D E  =  600 [mm]
•  Sem obstruções internas
•  M alha do Duto Horizontal =  120 x 16 Volumes - Incluindo os fictícios
•  M alha do Duto Vertical =  32 x 62 Volumes - Incluindo os fictícios
•  O número de Reynolds avaliado em F E  vale 63.781.
• Angulo de Bifurcação =  90°
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A m alha escolhida para este problema, Fig. 5.3, foi testada com outras mais grosseiras 
e mais refinadas. Esta foi a que apresentou os melhores resultados. Malhas mais refinadas 
que esta apresentaram  um tempo de processamento m uito alto e resultados semelhantes 
aos que serão apresentados.
Para a  avaliação do número de Reynolds, o valor da  viscosidade absoluta, //, foi de
1,846 x 10-5 [kg/m s], enquanto o valor da m assa específica, p, foi de 1,1774 [kg /m 3]. Estes 
dados foram obtidos da tabela de propriedades do ar existente no livro do Holman [16]. A 
tem peratura de referência foi 350 [K\.
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F ig u ra  5.4: Angulo entre u e u n a  a ltu ra  =  30 %
A Fig. 5.4 m ostra o ângulo que faz o vetor velocidade na altura de 21 [mm] (30 %), para 
as três configurações de escoamento citadas anteriormente. As duas linhas verticais que 
aparecem neste gráfico e nos outros que se seguirão, m ostram  a posição do duto  vertical. 
Desta forma, pode-se perceber com clareza a influência do duto vertical no escoamento 
que esta ocorrendo no duto horizontal.
Deste resultado percebe-se que a região de influência do duto vertical é m uito pequena. 
De fato este já  era um  resultado esperado, pois que o efeito de difusão da informação da 
presença do duto vertical deve ser bem pequena visto que o número de Reynolds é alto.
Nota-se tam bém  que do lado esquerdo da bifurcação, a influência, do duto  vertical é 
tanto  maior quanto menor for a vazão, o que é um a confirmação da consideração feita no 
parágrafo acima. No trabalho de Peters et alli [32], onde, para um a geometria equivalente, 
escoamento lam inar foi estudado, chegou-se a mesma conclusão. Esta análise é confirmada
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para as outras duas alturas, 50 %, cujo resultado pode ser visto na Fig. 5.5, e 70%, cujo 
resultado pode ser visto na Fig. 5.6.
x
F ig u ra  5.5: Angulo entre u e v na  a ltura =  50 %
F ig u ra  5.6: Ângulo entre u e v na  altura =  70 %
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A Fie. 5.7 m ostra - s—, mas desta vez p ara  um a a ltu ra  fixa, 70 %, mas para  relaçõesuref
de vazão variáveis. P ara  todos os gráficos que serão apresentados, o valor de u ref  =  
15,0 [m/s]. Como pode-se observar, quanto m aior a  vazão, maior a velocidade v, mas, pelo 
menos para esta altura, não é grande a  diferença de velocidades entre as três configurações.
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F ig u ra  5.7: Comportamento de para as três vazões
F ig u ra  5.8: Comportamento de em diferentes alturas
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E por fim, a Fig. 5.8 m ostra como se com porta a  velocidade v paxa as três alturas
3 3
estudadas e para tuna entrada de ar de Ve = 0,95 e Vw =  0,05
Uma consideração, im portante que se pode obter neste momento é sobre qual altu ra  do
/
duto horizontal deve-se posicionar o fio esmaltado. E  claro que a  quantidade de solvente 
retirado do fio tem  grande dependência com a velocidade normal ao fio, v. Como se observa 
na  Fig. 5.8, esta velocidade é influenciada, pelo menos na região próxima à birurcação, 
pela altura. Quanto mais próximo da entrada do duto  vertical m aior será esta velocidade 
e menor será quanto mais próxima da base do duto horizontal. Esta é um a informação 
relevante para que se determine a posição ideal para  posicionar a  que altu ra  deve o fio 
esmaltado passar pelo forno.
Número Linha de Corrente
1 0,0106
2 0,0319
3 -0,0422
4 -0,5110
5 -0,9050
6 -1,1140
7 -1,0260
T a b e la  5.1: Linhas de Corrente da Fig. 5.9
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Para complementar esta parte  do trabalho, m ostra-se na  Fig. 5.9 as linhas de corrente
3 3
para o problema onde as vazões são : vw =  0,05 e ve — 0,95 [~ -]/m .
A linha A B  na  Fig. 5.2 foi considerada a  linha de referência nula paxa o cálculo das 
linhas de corrente, para  todas as figuras contendo Unhas de corrente neste capítulo.
A _
Influência do A ngulo  da B ifurcação
Todos os resultados apresentados anteriorm ente foram obtidos supondo um  duto ver­
tical perpendicular ao duto  horizontal. Evidentemente, ângulos de bifurcações diferentes 
causarão recirculações maiores ou menores no duto vertical. Isto já  foi visto em  situações 
laminares no capítulo anterior. Não há razão para  esperar um com portam ento diferente 
em  escoamentos turbulentos.
Ânguioentfo u «  v poa ti9s6nguK» 
de bifurcação
ftognlo = 60 
Angulo = 90 
-  ftagnlo = 120
F ig u ra  5.10: Ângulo entre u e v n a  altu ra  =  70 % para  três ângulos de 
bifurcação
Mas, o que nos interessa é saber se inclinando o duto vertical, o escoamento no duto ho­
rizontal sofre significativa alteração. Apesar de demonstrado que a  presença da bifurcação 
pouco altera o escoamento no duto  horizontal, fica a dúvida se um a inclinação no duto
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vertical causaria algum efeito no comportamento do escoamento do duto horizontal. A 
expectativa é que nenhum a grande alteração deva ocorrer.
Número Linha de Corrente
1 7,873 10“ 3
2 2,993 10~2
3 8,632 IO“ 2
4 -1 ,0 6 4  10~r
5 -3 ,7 8 7  1 0 '1
6 -7 ,2 4 8  1 0 '1
7 -1 ,0 9 4  10°
8 - 9 ,3 7 1 1 o - 1
T ab e la  5.2: Linhas de Corrente da Fig. 5.11
Para ver se o ângulo da bifurcação causa algum efeito na região de interesse, três 
geometrias foram comparadas para um a única configuração de escoamento.
• Comprimento A H  =  70 [mm]
• Comprimento F E  =  200 [mm]
• Comprimento A B  =  1500 [mm]
• Comprimento H G  =  450 [mm]
• Comprimento D E  =  600 [mm]
• Sem obstruções internas
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•  Malha do Duto Horizontal =  120 x 16 Volumes - Incluindo os fictícios
• Malha do Duto Vertical =  32 x 62 Volumes - Incluindo os fictícios
• O número de Reynolds avaliado em F E  vale 63.781.
• Ângulo de Bifurcação =  60°, 90° e 120°
• Vazões : vw =  0,05 [ ^ ] / m  e ve =  0,95 [ ^ ] / m
3 3
F ig u ra  5 .12: Linhas de corrente para vw = 0,05 e ve — 0,95
Número Linha de Corrente
1 1,743 IO-2 .
2 -7 ,2 7 6  10"3
4 4,864 IO“ 2
3 5,920 IO"2
5 -2 ,5 0 2  10“ 1
6 -5 ,4 5 1  10"1
7 -8 ,6 0 7  IO"1
8 -1 ,0 3 5  10°
T a b e la  5.3: Linhas de Corrente da Fig. 5.12
A conclusão que se obtém observando a Fig. 5.10 é que para  estes ângulos de bifurcação 
não há alteração no campo de velocidades fora das proximidades da bifurcação e, mesmo 
na região da bifurcação, o campo de velocidade não se altera muito, confirmando, assim, 
a  expectativa inicial.
Percebe-se tam bém  que, na bifurcação de 60°, o fluido inicia o seu processo de mu- 
danção de direção um pouco mais a  direita do que nas outras duas situações apresentadas.
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Mas, aparentem ente, a diferença é muito pequena para  que algum proveito possa se tira r 
deste fato.
A Fig. 5.11 m ostra as linhas de corrente do caso com um a bifurcação de 60°. A 
tabela 5.2 m ostra o valor das linhas de corrente indicados na Fig. 5.11.
A Fig. 5.12 m ostra as linhas de corrente do caso com um a bifurcação de 120°. A 
tabela 5.3 m ostra o valor das linhas de corrente indicados na  Fig. 5.12.
1.5T
Tamanho da Seção de Entrada 
da Dufo Vertical
Seção de 200 mm 
Seção de 100 ram
-------- Seção de 400 mm
1.00 1.50
F ig u ra  5.13: Ângulo entre u e v na a ltu ra  =  70% para três tam anhos da 
seção de entrada do duto vertical
Influência da Seção de Entrada do D u to  V ertical
Como visto, nos exemplos já  mostrados, a influência do duto vertical no escoamento 
no duto horizontal, fica praticamente restrita  às proximidades da seção de entrada do duto
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vertical. Então porque não aum entar o tam anho da seção de entrada do duto  vertical 
e estender o seu efeito para  um a maior região do duto  horizontal ? Qual seria, então, 
o comportamento do fluido para esta nova situação ? P ara  responder esta pergunta, as 
seguintes situações foram estudadas :
Número Linha de Corrente
1 1,807 IO“ 2
2 3,770 IO“ 2
3 6,089 IO“ 2
4 -2 ,1 2 8  10"1
5 -6 ,9 8 1  10-1
6 -1 ,1 3 0  10°
7 -1 ,2 6 2  10°
8 -1 ,4 1 6  10°
T a b e la  5.4: Linhas de Corrente da Fig. 5.14
• Comprimento A H  = 70 [mm]
•  Comprimento F E  =  100, 200 e 400 [mm\
•  Comprimento A B  =  1500 [mm]
•  Comprimento H G  =  450 [mm]
• Comprimento D E  =  600 [mm]
• Sem obstruções internas
• Malha do Duto Horizontal =  120 x 16 Volumes - Incluindo os fictícios
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• M alha do Duto Vertical =  32 x 62 Volumes - Incluindo os fictícios
•  O núm ero de Reynolds avaliado em F E  vale 63.781.
• Ângulo de Bifurcação =  90°
E de se esperar que um duto vertical com um a seção de entrada maior não tenha um 
com portam ento muito diferenciado do duto já  estudado, ou seja, sem m uita influência no 
com portam ento do escoamento do duto horizontal além da região da bifurcação.
A conclusão que se obteve com o estudo deste parâm etro é que o aumento demasiado da 
seção causa um  efeito não esperado. O escoamento no duto horizontal comporta-se como 
se o duto  vertical fosse menor do que ele realmente o é. Isto pode ser visto na  Fig. 5.14, 
onde as linhas de corrente para um  duto de seção de 400.[mm] são vistos. Percebe-se que 
a presença da recirculaçao faz com que o fluido não altere a  sua direção, como se a  seção 
do duto vertical fosse bem menor do que ela realmente o é. A tabela 5.4 m ostra ôs valores 
das linhas de correntes indicadas na  Fig. 5.14
F ig u ra  5 .15: Malha da esmaltatriz com quatro obstruções internas
Influência das O bstruções
Como visto, a presença do duto vertical causa um efeito somente na região próxima a 
bifurcação. Fora desta região o escoamento flui como entre duas placas planas e paralelas. 
Então, se no interior do forno da esmaltatriz for necessário que se crie um a turbulência no
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movimento do ar no duto horizontal, somente com a  inclusão de obstruções internas isto 
será possível.
X
Figura 5.16: Angulo entre u e v na  a ltu ra  =  50% para duto com e sem 
obstruções internas
A geometria estudada foi a seguinte :
• Comprimento A H  =  70 [mm]
• Comprimento F E  — 200 [mm]
• Comprimento A B  =  1500 [mm]
• Comprimento H G  = 450 [mm]
• Comprimento D E  =  600 [mm]
• Obstruções internas de 30 [mm]
« M alha do Duto Horizontal =  120 x 16 Volumes - Incluindo os fictícios
• M alha do Duto Vertical =  32 x 62 Volumes - Incluindo os fictícios
• O número de Reynolds avaliado em F E  vale 63.781.
•  Ângulo de Bifurcação =  90°
Uma das maneiras possíveis de se introduzir as obstruções é apresentada na  Fig 
onde pode ser visto a malha do problema estudado com quatro obstruções.
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F ig u ra  5.17: Linha de corrente para a esm altatriz com quatro obstruções 
internas
Número Linha de Corrente
1 -1 ,0 7 9  10°
2 -8 ,7 9 7  10“ 1
3 -5 ,3 1 0  IO“ 1
4 -1 ,4 8 7  10“ 1
5 6,527 IO“ 3
6 2,814 IO"2
7 5,092 1 0 -2
8 6,675 10“ 2
T a b e la  5.5: Linhas de Corrente da Fig. 5.17
Na Fig. 5.16, onde o ângulo entre u e v para a a ltu ra  de 50% é m ostrado, percebe- 
se que, como era de se esperar, que o fluido acom panhará nova geometria. As linhas de 
corrente deste caso são apresentadas na Fig. 5.17.
M uito provavelmente, a posição e a  forma das obstruções apresentadas não são as ideais 
para a aplicação em um  forno de esmaltatriz. P ara a determinação desta geometria ótima,
62
. 5.15,
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o problema térmico, bem como o problema da transferência de massa no fio esmaltado 
devem ser resolvidos conjuntamente.
Sugestões para Próxim os Trabalhos
P ara encerrar este trabalho gostaríamos de enfatizar algumas das contribuições deste 
trabalho :
• Pela prim eira vez, um trabalho desenvolvido no âmbito do SINMEC fez uso de 
coordenadas generalizadas conjuntamente com o modelo k-e de turbulência. As - 
equações da turbulência escritas na forma com que foram apresentadas neste 
trabalho não foram encontradas em nunhum a das referências estudadas.
• A partir deste trabalho, com a aplicação da metodologia de multidomínios, 
pode-se estudar geometrias que até então não eram possíveis, mesmo usando 
coordenadas generalizadas na tentativa do m apeam ento do domínio.
• E por fim, um  programa para o estudo do escoamento em dutos com bifurcação, 
usando um  modelo de turbulência está pronto para ser usado em novas possi­
bilidades de geometrias.
Como sugestão para futuros trabalhos pode-se indicar os seguintes temas :
•  Verificação experimental do campo de velocidades na bifurcação estudada, para 
a verificação da qualidade da solução numérica.
•  Aplicação de outras funções de parede e a comparação dos resultados.
• Um estudo sobre o método de multidomínios, procurando obter a  m aneira mais 
eficiente para obter a solução.
•  Comparação deste método de multidomínios com um outro método que use 
m alha não-estruturada, como elementos finitos ou elementos finitos baseado 
em volume de controle control volume finiie element method.
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A P Ê N D IC E  A
Equação de k
P ara  se obter as equações da conservação da energia cinética turbulenta, k, e da dis­
sipação da energia cinética turbulenta, e, é im portante que as seguintes propriedades sejam 
conhecidas :
Sejam duas quantidades turbulentas quaisquer /  e g tais que f  = f  + f  e g = g + g' 
então :
/ '  =  0
1 =  1 
fg =  lg 
7 f  = o
f + 9 = f + 9
fg =  fg +  f'g'
(A .la)
.(A l*)
(A lc )
( A i d )
( A l e )
( A l / )
d f  = d l  
ds ds (A.1 g)
Paxtindo-se da equação de Navier-Stokes :
(dUi a v.
dx.
d P  d_ 
dxi dx ,
dUi dU
+ (A. 2)
Fazendo um a média da Eq. (A.2) e usando as propriedades anteriormente citadas, 
chega-se a :
(dUi . r r d U A  
P {~df +  Uiã ^ ) -
dP  d
+dx, d x . HL
dUi d U j\  —-—r
(A.3)
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Subtraindo da Eq. (A.2) a Eq. (A.3) :
'dUl —
+  u.d t
- w r \
3 ÕXj  )
d P ' d
+dxi dxj
dU[ dW-
^  1 d x j +  ÕXi
(AA)
dxj  dx
Substituindo os índices “j ” por “k” e multiplicando a Eq. (A.4) por í/j teremos que :
T? ( d U i M  + M  V
\ d x k d x i )
{A. 5)
:dxk 3d x k
Substituindo os índices “j ” por “k” e os índices “i” por “j ” e multiplicando a  Eq. (A.4) 
por U[ teremos que :
t : d u \  
fW i\ - ^ -  + Uk- 3dt dxi -v%  + u> -k
'üHÍ + ™à
dxk dxj
(A, 6)
Somando a  Eq. (A.5) com a Eq. (A.6) teremos
p ^ m ) + p u ^ m ) = - 1 u:1 dxj  3 d x i )
+US" J Ld x k
dU\ dUl
^ 1 1 dxk + dxj +u :
, d  
d x k
dU\ dUj
 ^ dxj. dxix i j
(A.  7)
Tirando a média da Eq. (A.7)
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+u>, d
d x k VL
dxk
mas
u! é ( ^ uÚ = ^ é ( ^ uO - 0dx/g dxk (A.9)
+ ^ 9 = ~ p m S  -  p V 'iU C "  p < k  ( w ) ( A 1 0 )
Substituindo as relações (A.9) e (A.10) na Eq. (A.8) e multiplicando-a por Stj chega­
remos a :
4  < F ) + W ) = ~2Â  ( ^ ' )  -
^ ( ^ +2tí;é h ( S +S )]
u'2
Mas, sabendo que k =  então :
Uil d x k
( dU\  dU'k
L dxí ) -
d2k
Substituindo a. Eq. (A.12) na  Eq. (A .ll)  teremos então :
dk r^ -d k  d  (—f— \ d  ( rFW\  , o -K
pd t + pUkdTl ~ ã* (uiP) "  pdTt v k> &?
d2k 
2'
( dUr \  TfÍTPdUi
« U l J
( A . n )
(A12)
(A 13)
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Os termos da Eq. (A. 13) que não foram ainda definidos foram modelados da  seguinte 
forma :
W 7ÏÏ< ËL -
P ' k dxk d x t  \5 x jt dxi )
í aU'i\ 2 _  
M ( a z J  p t
(A.14)
(A.  15)
Como =  —— (U'kP ’) então o últim o term o que continha alguma incógnita foi
Cr£% CfOClr
modelado da seguinte forma
-U 'kP> -  PkU'k
n r  dk
<7k ÕXk
(A. 16)
D esta forma a equação da energia cinética tu rbu len ta  pode ser reescrita da seguinte 
m aneira :
dk jrr dk d
P dt +  P k d ^  ~
Pt \  dk
+  Pk — pt (A 16)
Onde
p _  dUj ( d U j  , dUk \  
k d x k V^jk  dxi  )
(AA7)
E quação de e
Diferenciando a Eq. (A.4) em relação a  x k teremos :
d2
dxjdx/-
(du\ du'/
+  dx i
d2P ' 
d x i d x  k
(A18)
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dU- .
M ultiplicando a  Eq. (A. 18) por -^-L e tirando a  média chegaremos em
ox k
Pois
dU’ d 2P ' dU ’ d 2 
+dxk dx{dxk dxk dxjdik
dU[ dU'}
11L 1 d x ’j  + âxi
dU[ d2 
dxk dxjdxk
(,rUiV; )  = 0
Reordenando os term os teremos que :
± f l 3 U [ d U [ )  9
dt  l 2 dxk dxk
l w a u [ d u i
d x j \  2 3 dxk dxk =  - P
d ü j í  dU[dU[  
dxk \ dxj  d x k
d2 Ui dU'Í T \  dUt (  dU] dü \
dxjdxk  \ d x k ü} ) - p dxj  \ d x k d x k  I 3 dxj  l 2 d x k d x k
d U ' d U ' d W  dU'  d 2P'  dU[  d 2 p--- L--- ‘---- L ------?--------- : -j-----J---------
dxk  d x j  d x k  dxk  d x id x k  d x k d x j d x k
PL dJ ±  + d3dxj  dxi
Multiplicando a  equação anterior por 2 —  e substituindo — ——L^r-L por
P P Oxk d x k
remos :
de d  x
Lã*+ âïj
=  _ 2 u m  « » 1  +  . 5 S
p dx j  \ dxi dxj  dxk dxk
dx jdxk  \ d x k  3 1 dxj ( p u j e)  -  2PL dxk dxj  d x k
au; a*p’ f au; &
p dxk dxidxk p d x k dxjdxk
dU[ dU’
(A 19)
(A 20)
(A21)
e então te-
(A.  22)
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pois
dUj (W [dü[\ _ dUi (  du[ du'k
dxk \ dxj dxk dxj \ dxi dxj (A.  23)
e sabendo que
. w  du l  a 2
p dxk Õxjdxk
am au'
^  1 dxj  + dxi
d2e ( a1v[
õxjdxk
E da seguinte igualdade dem onstrada por Harlow e Nakayama [14] :
d W i
2 HL dxjdxk \ôxji 3 0
Desta form a a Eq. (A.22) pode ser reescrita da seguinte m aneira :
=  - 2 +  Pdlí™ ± \ +  f*L'
d \
p dxj y dxi dxj dxk d x k J  dx?
dxk P OXiOX). ' dxk dxj dxk
Os termos indefinidos foram modelados da seguinte forma :
(A 24)
(A.25)
(A.  26)
p oxidxk
fJ.T de 
cre dxk
_ 2 W  « Î Ï Ï  + £ E M
p l dxi dxj dxk dxk
u d u t a u ï d u ï  | / w  y
p dxk dxj dx * \ p d x jd x kJ c2—2 k
(A.  27) 
(A.  28) 
(A.  29)
Substituindo na Eq. (A.26) as Eqs. (A.27), (A.28) e (A.29), bem como usando as 
relações (A .14) e (A .17) chega-se na forma final da equação da dissipação da energia 
cinética turbulenta :
de 7r~ de d 
p di +  f> kd ^ ~  dxk
t l )  J Ï L  
ot J dxk + - { C x P k  -  C 2Pe) (A30)
A P Ê N D IC E  B
Este apêndice foi reservado paxa um detalham ento de um dos procedimentos numéricos 
feito neste trabalho.
As equações apresentadas no segundo e terceiro capítulo referentes às condições de 
contorno nas paredes, Eqs. (2.20), (2.22), (3.7), (3.8), (3.9) e (3.11), foram escritas supondo 
que o sistema de coordenadas do plano físico esteja alinhado com o sistema de coordenadas 
curvilíneas. Isto é verda,de para somente alguns dos casos estudados. Quando se coloca as 
obstruções no duto horizontal, ou quando o duto vertical é posicionado de form a inclinada, 
este alinhamento entre os sistemas de coordenadas deixa de existir e as equações acima 
citadas não mais representam o fenômeno estudado.
A Fig. B .l m ostra um a situação onde os sistemas de coordenadas estão desalinhados. 
Trata-se de um a parede na face sul do domínio. As velocidades « e i  representam  as 
componentes do vetor velocidade nas direções ( e i ;  respectivamente.
F ig u ra  B . l :  Fronteira com sistemas de coordenadas desalinhados
Logo :
ü — u cosO +  v send (#•!)
v =  v cosd — u send (B-2)
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P ara  a face sul m ostrada na Fig. B .l podemos escrever as equações Eq. (3.8) e (3.11) 
da seguinte maneira :
vp  =  —í>n  C®-3)
úp  =  un  +  Sp
onde
Sp  =  - 2  TwVP (B.5)
f1 +  VT
Substituindo as Eqs. (B .l) e (B.2) nas Eqs. (B.3) e (B.4) teremos então :
up — Ufij cos26 +  t7jv sen26 +  S p  cosd (-®-6)
vp  =  u ff sen26 — vpj cos26 -f- S p  send (B.7)
O valor de 6 para cada um dos volumes finitos pode ser facilmente obtido através da 
seguinte relação :
tagê = —  (-^-8)
Assim, quando houver o desalmhamento entre os sistemas de coordenadas, deve-se usar 
as Eq. (B.6) e (B.7) para descrever as condições de contorno nas paredes e a  velocidade 
újv, definida pela Eq. (B.l), no lugar de na Eq. (3.9). ’ >
Após os desenvolvimentos realizados neste trabalho, tomou-se conhecimento qtie Son- 
dak e Pletcher [46] propuseram, recentemente, um procedimento semelhante.
